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Transformaciones Ortogonales via Cuaterniones

J L Lépez Bonilla', A Rangel-Merino? y A Sebastian-Pérez®

RESUMEN.- Se estudia cOmo generar matrices ortogonales 4x4 mediante un triple producto cuaternionico, lo
cual conduce de manera natural a las matrices de Dirac y al estudio de rotaciones en 3 y 4 dimensiones.
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INTRODUCCION

Las unidades cuaterniénicas obedecen el algebra [1-6]:

1°=J2=K*=-1, IK=-1, 1)

gue permiten realizar el producto:

F=pF, (2.a)

con
F=FI+FJ+FK+F,, (2.b)
p=npl+p,J+p,K+p,, (2.c)

y la expresion resultante para F puede escribirse matricialmente:

2 (P -p P R(R
~2 _ p3 p4 - pl p2 FZ (3)
3 - pz p1 p4 p3 F3
4 -P =P =P Py I:4
P
El cuadrado de la magnitud de F esté definido por:
IF =FF=FF=F?+F2+F2 +F?, (4.a)
con
F=-FI-FJ-FK+F,, (4.b)

notando que para A y B arbitrarios:
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AB=BA. (4.0)
Entonces de (2.a, 3, 4.a,c):
~|2 2 __ — 12 —\2
‘F‘ =p|F[ P=pP|F[, detP=(pp), (5.a)
en donde es evidente que para p unitario:
PP =pf+pr+pi+pi=1 detP=1, (5.b)
se conserva la magnitud de F:
FP+F2+F +F =F’+F2+F +F2, (6)
equivalente a:
F F
= = = =\| F F
( R F 4) |fz3 :(Fl F, F, F4) F23 '
~4 l:4
que en unién de (3) implica el caracter ortogonal de la transformacion:
(7

PTP=1,.

Una matriz es ortogonal cuando da la identidad al multiplicarse por su transpuesta, y su principal
virtud es que conserva la magnitud de los vectores bajo su accion.

Similarmente, el producto:

F=Fq, (8.2)
tiene la representaciéon matricial:
=) (% 9 9% )R
~2 _ _qs q4 ql qz Fz ’ (8.b)
3 a, -0, q, Q3 FS
4 -4 -4, -G, Q, I:4
Q

y si q es unitario entonces se verifica (6) y por lo tanto Q es ortogonal con detQ =1.

Los casos (2.a, 8.a) pueden unificarse en un solo esquema mediante un triple producto

cuaternidnico:
F =pFq, (9.3)
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es decir:

, D=PQ, (9.6)

ST TR The T
Il
Y

J:rl w-n N-I-I »—\-n

entonces ‘IE‘Z :(pﬁ)(qﬁ)|F|2 y asi es claro que (6) se satisface para p y ¢ unitarios, con P y Q

ortogonales implicando que D también lo es:
D'D=I, detD=1. (9.c)
En las siguientes paginas se realizan las aplicaciones de (9.a.b.c): La Sec. 2 muestra que D

reproduce las 16 matrices de Dirac [7] si p y q coinciden con las unidades cuaternionicas. La Sec. 3
considera el caso de relatividad especial porque D genera transformaciones de Lorentz cuando

q=p . La Sec. 4 se dedica a rotaciones tridimensionales al pedir que el cuaternién unitario p sea

real (p=p ), y en consecuencia =7 .

. MATRICES DE DIRAC

En mecanica cuantica relativista son importantes las 16 matrices de Dirac [7]:

L) )

. 0 o r s (oo 0 or w [0 o
Y= s Yy = , O =—0 = 0/ r=1,2,3,(10)

o-l‘
) ) o, 0 )
o =_gh = { 0' J (jk|) es una permutacion ciclica de (123),
0,

y las o; son las matrices de Pauli [7,8]:

01 0 —i 1 0 .
0'12(1 Oj’ Uzz(i 0'} 0-3:(0 _:J, i=+—1. (11)

Ahora en (9.a) pueden seleccionarse a p y q como las unidades cuaternidnicas, por ejemplo, si
p=1, g=K, entonces de (9.b) obtenemos que D = ic®. En forma andloga, si p=1, q=1J

resulta que D = —y'y°, etc. Asi se origina la Tabla:
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p\q 1 I J K
1 | a -7* | o™
I A o e I o A I (12)
J | o® o iy®
K | —iy®y° ic® ic™ 7°

Si W denota a cualesquiera de las matrices de esta Tabla, entonces es simple probar que:
W=WT, O WOEW, WTEEW, (13)

es decir, son ortogonales, reales y simétricas 6 antisimétricas.

Il. TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

En el espacio de Minkowski [9] las transformaciones de Lorentz relacionan, linealmente, a las
coordenadas de un evento visto desde dos marcos de referencia en movimiento relativo uniforme (c
es la velocidad de la luz en el vacio):

iX iX
iV i
¥ =D _y , (14.a)
iZ iz
ct ct

que en términos geomeétricos corresponde a una rotacién 4-dimensional manteniendo intacta la
magnitud del vector:

(cf) -2 -7 - 2% = (ct)’ - x* - y* - 22, (14.b)

lo cual es exigido por los postulados de la relatividad especial.
Si el cuaternion (2.b) es seleccionado como:
F=ixl +iyJ +izK +ct, (15)

entonces (6) y (9.b) reproducen (14.b) y (14.a), respectivamente, y (9.a) da:
i1 +1i9J +iZK +cf = p(ixl +iyJ + izK + ct)q (16.a)
y al aplicarle la operacion *:
—i%l —i§J —iZK + ¢t = p*(—ixl —iyJ —izK + ct)q’",
que a su vez bajo la operacién — implica [recuérdese (4.b,c)]:
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iXl +i§J +iZK +ct =g (ixI +iyJ +izK + ct)p° (16.b)
asi la igualdad entre (16.a) y (16.b) se logra si * = p, es decir:

siendo p unitario. Por lo tanto, (9.a) adquiere la estructura [9-13]:
F=pFp*, pp=1, (18)

gue en unién de (15) permite generar transformaciones de Lorentz propias y homogéneas verificando
(9.c), basta con dar p. En efecto, al sustituir (2.c, 15) en (18), entonces con (14.a) recuperamos las

expresiones para D existentes en la literatura [4, 12-15]. Por ejemplo, si elegimos:

p = —isenh [gj K + cosh (%) , T real, (19.a)
resultan las conocidas féormulas de Lorentz:
- - X ~ \Y;
X=x, §y=y, Z=y(z-wvt), f :y(t——zzj
C

v (19.b)
v? v
}/2(1—(:—2] B tanh(r)=E<l

para dos observadores moviéndose en la direccion z con velocidad relativa v

V. ROTACIONES ESPACIALES

Aqui se consideran transformaciones de Lorentz que no alteran la coordenada temporal:

i=t, (20)

lo cual corresponde a rotaciones tridimensionales. Si en (16.a) sustituimos (20) es claro que t puede
eliminarse idénticamente (para asi solo dejar variables espaciales) si pq =1, que en virtud de (17)

da pp’ =1, equivalente a p'p =1 que para ser compatible con (5.b) impone la condicion:
p=p’ (21)

es decir, las matrices de Lorentz generan 3-rotaciones cuando en (9.a) se emplea p unitario y real.
Entonces (14.a) adopta la expresion:

IX 0)\(ix
iy Ry Oy
iz |~ 0l iz|
ct 0 0 0 1)lct
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implicando (20) y:

>

T

, detR=1, (22.a)

Ny <
Il
[V)

N < X
A
0
1
 —

respetandose la invariancia (14.b) en la forma pitagérica X° + y° + 7> = X* + y* + z°.

Con (9.a, 17, 21) es inmediato obtener la estructura de la R reportada en la literatura [13]:

1-2(p5 +p3)  2(puP,— PsPs)  2(PiPs+ P,Ps)
R=[2(pp,+psh) 1-2(p7+p3) 2(pps—pupa) | (22.b)
2(pps— P,0,) 2(Pups+P,p;) 1-2(pf + )

teniéndose asi, con(22.a, b), un proceso sistematico para producir rotaciones espaciales, basta con
dar un cuarteto de valores reales p; cumpliendo (5.b).
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