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Tensor de Faraday: su Estructura Algebraica

J L Loépez-Bonilla, R Meneses-G? y M Turgut®

RESUMEN.- Se estudia tensorialmente el problema de eigenvalores de la matriz de Faraday.

PALABRAS CLAVE: Ecuaciones de Maxwell; Tensor de Faraday.

I INTRODUCCION

Las ecuaciones de Maxwell sin fuentes (c es la velocidad de la luz en el vacio):

-
VeB=0 , VxE=—— , (1.a)
ot
I =
VeE=0 |, VxB=——,
c’ ot (1.b)
adoptan la forma tensorial [1,2]:
Fab,j + Fja,b + Fbj,a = O B (23)
F¥a=0 ‘ (2.b)
en donde se acepta la convencion de Einstein de suma sobre indices repetidos, con:
i 0
(x‘):(ct,x,y,z) & ,r:aXr ) (3)

Con la métrica de Minkowski (l, -1,-1, —1) y la matriz de Faraday en sus representaciones:

-E 0 B, —-cB E 0 cB, —cB
(F)-| 2T (Fa)=| e (4.2)
~E, -cB, 0 By Ey —cBz 0 cBy
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0o -E, -E, -E,
()= ~E, 0 -—cB, cB,
~E, ¢B, 0 —cB,
~E, -cB, ¢B, 0

3

Las expresiones (2.a) y (2.b) reproducen (1.a) y (1.b), respectivamente.

Nétese que si en (1.a) se realizan los cambios:
E—cB, cB— -E,

(4.b)

()

entonces resulta (1.b), y al emplear (5) en (1.b) se obtiene (1.a), lo cual motiva la introduccién de las

matrices Duales :
0 cByxy cBy By 0 —-cBy -cBy —cB;
—cB 0 -E E cB 0 -E E
e ATl Y N

B, E, 0 -E, B, E, 0 -E, [ (6.a)
-cB, -E, E4x O B, -E, E4 O
0 -cBy -cB, -cB,
~ —cB 0 - E -E
* F = (* F ab ) — X Z Y
-cB, -E, 0 —cBy (6.b)
—-CB, E, —-E4 0
generadas al utilizar (5) en (4), y que permiten reescribir a las ecuaciones de Maxwell (2):
*E ab a=0 | (7.a)
* * %
Fap,j + Fjap + Fpja =0 (7.0)
La introducciéon del tensor totalmente antisimétrico de Levi — Civita:
abpg _ _abpq _ 8.a
n =€ ’ 77abpq - Eabpq (82)
con los simbolos:
1, si (abpg)es permutacion par de (0123),
b . S
e™ =g, =1-1,si (abpg)es permutacion impar de (0123), (8.b)
0, en los demas casos,
permite relacionar al tensor antisimétrico de Faraday con su Dual:
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*—ab 1 abpq
Fo=on™ Fog (9.a)

o bien
ab __i abpg *
P = e (9.b)

mostrando asi que (6) también pueden construirse mediante (4,9.a), es decir, (9.a) es la
representacion tensorial del intercambio (5). Con (9.a) es inmediato probar que (7.a) y (7.b) implican
(2.a) y (2.b), respectivamente.

Con (4,6) es sencillo determinar los Unicos dos invariantes de Lorentz del campo
electromagnético [1,2]:

I, =F®F, =2(c?82-E?) |

.- (10)
I, = "F®F, =—4cBeE
El vector complejo de Faraday [3]:
IE = Cé + |E , (11)
al multiplicarse consigo mismo conduce a los mencionados invariantes:

'f°ﬁ=%(l1—ilz) : (12.2)

y ademas aporta otra manera de expresar a las ecuaciones de Maz(well (1):
VeE=0 , %xﬁ:—%% (12.b)

Aqui se estudiara el problema de eigenvalores de (4.b) mediante el formalismo tensorial.

Il TENSOR DE FARADAY

La técnica tensorial aplicada al analisis de los valores y vectores propios de (4.b) se apoya en la
ecuacion:

agh a (13)
I:b f - /1? ,
la cual tiene solucion sélo para los A verificando:

det(F - 47)=0 (14.2)
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generandose asi la ecuacion caracteristica [4-6] :

| |2 (14.b)
A+ 2220
2 16
En esta etapa es conveniente introducir la clasificacion de Pifa [7]- Synge [8] para F:
Tipo A: 1,0 ,
TipoB: 1,=0 , 1,<0 ,
Tipo C: 1,=0 , 1,=0 (Caso Nulo) (15)

TipoD: 1,=0 , 1,>0,

de particular relevancia en el estudio del movimiento de cargas puntuales bajo la accion de un
campo electromagnético constante [7-10].

Las raices de (14.b) se presentan de acuerdo al esquema:

Tipo A.- Dos valores propios reales y dos imaginarios:

1

i%[—ll+m}; , i%[ll+m}a (16.3)
Tipo B.- Se tienen cuatro eigenvalores reales:
A==l , L=l , 3=24=0 (16.b)
Tipo C.- Colapsan los valores propios:
A:=0 , j=1---,4 (16.c)
Tipo D.- Resultan dos eigenvalores imaginarios y dos reales:
Mh=4=0 , L=il; , =-il (16.d)

El tipo A es el principal interés de este trabajo, con A # 0 real para asi asegurar que el
correspondiente £" en (13) sea un eigenvector real en el espacio de Minkowski, entonces:

AETE =F®EE =0 [porque F®es antisimétrico] , (17.a)

y como A # 0 se concluye que &' es un vector nulo:

g =Ef-f - f-f -0 (17.0)
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lo cual significa que &' esta sobre el cono de luz con vértice en el evento en cuestion. Por lo tanto,
de acuerdo a (16.a) se tienen dos eigenvectores nulos linealmente independientes:

bao_a e Fba77b ——in® (18.a)
1

1 1
c'o,=n"n =0, /1:5[—|1+w/|12+|22}2 , (18.b)
y sin pérdida de generalidad son seleccionados tales que:

GaT]a :1 (18C)

En Algebra Lineal [4] se conoce que una matriz puede reconstruirse a partir de sus valores y
vectores propios, que en el caso del tensor de Faraday queda explicito con la relacién [1]:

Fab = ﬂ“(o-anb - O-b77a)+ T77abqro-q77r ) (19.2)

en donde T tiene el mismo signo que 1,:

1 (19.b)

€ [i2 (22
T=—|1; +4/1; +1 } , €el,>0 , e==#1
2[1 1 2 2

Con (18.b,c,19.a) son inmediatas las expresiones (18.a), pero ademas el uso de (19.a) en (9.a)
muestra que el tensor Dual es generado via:

*Fab == Z-(0-57177b - O_b77a)+ Znabqraqﬂr ) (20.a)
con los mismos eigenvectores pero asociados a distintos valores propios:
*Fbao_b -t banb = p? (20.b)

En [11-14] se ilustran (18.a,19.a) para el campo electromagnético de Liénard — Wiechert [2].

Las expresiones (19.a,20.a) permiten demostrar identidades algebraicas para la matriz de
Faraday y su Dual [7,15,16] :

¥ I

F Ry =—725ra ) (21.a)

I

ab *r—ab * 1 ga

F I:rb - F I:rb - 2 5r 1 (21.b)

| I

Ferbq an = - Far + - *Far !

2 4 (21.c)

JVR 4 (2009) 3 33 - 42 ©Journal of Vectorial Relativity 37



J L Loépez-Bonilla, R Meneses-G y M Turgut: Tensor de Faraday: su Estructura Algebraica Septiembre, 2009

que también pueden deducirse mediante las representaciones (4.a, 6.a). Las relaciones (21) son
basicas al determinar las trayectorias de particulas cargadas en un campo electromagnético uniforme
[7-10,15]. De (21.a) es inmediato que:

Ei-— Y E 1,40,

I, (22.a)

es decir, la matriz Dual proporciona la inversa de F cuando |, #0 , lo cual hace sospechar que

este invariante esté relacionado con el determinante de IE, en efecto, la ecuacion caracteristica
(14.b) implica [5,6]:

Il
|
—_
o
(ol
°
m
Nl
N

. |2
det F =—% (22.b)

entonces existe F* en los puntos donde B noes ortogonal a E.De (21.a, c) resulta la identidad:

(23)

que es precisamente el Teorema de Cayley — Hamilton [4] asegurando que F satisface la ecuacién
caracteristica (14.b).

El tipo C indicado en (15) corresponde a un campo electromagnético nulo lo cual es:
l,=1,=0 , (24)
y por (16.c) sélo se tiene el eigenvalor cero:
FbaKb -0 | (25.a)
Puede demostrarse [1,17] que K" es nulo y que también es eigenvector del tensor Dual:
*FbaKb ~0 (25.b)
lo cual equivale a:

FpK, + F, K, + FaK, =0 (25.c)

La reconstruccién de F se logra mediante la expresion [1,17] :

Fao =KaZy —KpZy , "Fap =appgKPZ9 (25.d)

JVR 4 (2009) 3 33 - 42 ®©Journal of Vectorial Relativity 38



J L Loépez-Bonilla, R Meneses-G y M Turgut: Tensor de Faraday: su Estructura Algebraica Septiembre, 2009

K.z'=0 , 2'Z,=-1,

en donde el vector tipo-espacio unitario Z"no es Unico, en efecto, es claro que en (25.d) a Z" puede
sumarsele SK" , con S arbitrario, sin que se alteren dichas relaciones.

Con (21,24) resultan las siguientes identidades validas para toda F tipo C:
“FF=0 , *F?2=F% , F®*=0 , (26)

también demostrables con (25.d).

El vector nulo real K” es una Direccidn Principal Nula de F tipo C porque verifica las
propiedades (25.a, b):

Wabe -0 , (27.a)
con el tensor antisimétrico complejo:

W, =Fy +i Fy , i=+-1 (27.b)

Los vectores o* y n°, para el tipo A, son Direcciones Principales Nulas de F porque no satisfacen
(27.a) pero si cumplen con [17]:

(é:rWab _‘:gaWrb)gb =0 , ér =o' y77r , (27.c)

lo cual es inmediato de (18,19,20).

Enfatizamos que en (25.a,b) el vector nulo K° es Unico (excepto por un factor de escala) porque no
existen dos eigenvectores nulos, linealmente independientes, para el valor propio cero. Ademas, una

vez seleccionado Z' en (25.d), también es unico el vector propio Y " unitario y tipo — espacio:

FAYP=0 , Y'Z,=Y'K,=0 , Y'Y,=-1 , (28.a)

r r r
que permite escribir al tensor Dual en la forma:

*Fab =KoYy —KpYa (28.0)

~

de donde es inmediato que Z" es un eigenvector tipo — espacio de “F , pero no de =

"FAZP=0 FPzP=-K?® (28.c)
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Este trabajo esta principalmente dedicado al tensor de Faraday, sin embargo, es interesante realizar
una aplicacién al tensor de energia - momento de Maxwell definido por [1,2,18] (excepto por un
factor dependiente de las unidades empleadas):

29.
Tabz_FarFrb+%gab ) (29.a)

el cual es simétrico debido a la equivalencia relativista entre masa y energia, y con traza nula por que
es cero la masa en reposo del foton:

Tab :Tba , Taa :0 (29b)

Entonces para el tipo A se multiplica (29.a) por o,y 7,, y se utilizan (18.a), asi resulta que dichos

vectores propios de F Yy *F también lo son del tensor de Maxwell con el mismo eigellvalor:
1 )
T b ’g
ba§ 2 (2’2 2 ’ ' ' y ;r ’ (303)

y en virtud de (18.b, 19.b) son validas las relaciones:

I I
72_,12:?1 , ,17:72 , ﬂ,z+r2=%1/|f+lzz (30.b)

Al emplear (18.c, 19.a, 30.b) en (29.a) se obtiene a T ® en términos de sus eigenvectores nulos y de
la métrica de Minkowski g* = Diag(1,~1-1-1):

-I—ab=(12+2_2)(o_a77b+o_b77a_%gabj (30-0)

Para el tipo C la sustitucion de (24,25.d) en (29.a) conduce al tensor de Maxwell de caracter
radiativo:

TaszaKb (318)

)

que en unién de (25.d,28.a) permite mostrar sus vectores propios:

De (30.c,31.a) son evidentes las propiedades (29.b), y también las importantes Condiciones de
Rainich [19-22]:

1

T abTrb — Z(T mﬂTmn ra , (32a)
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en donde:
Tm“Tmn:(/lerrz)Z:%(IszZ) (32.0)

Es muy interesante hacer notar que un cambio de fase en el vector complejo de Faraday (11):

CB+iE=e'¢ (CI§+iI§), (33.2)
es equivalente a las Rotaciones de Dualidad [16,19, 20, 23, 24] :
E :[cos«fsenf ] E ) (33.b)
Cé —senécosé | cB
induce la misma rotacion en las matrices F y F:
F®) [ cos& seng) F®
*pab | {—sené& cosé ) *pab | (33.)
pero una rotacion de angulo doble en los invariantes (10):
[1 _ cos(2&) sen(2&) Y I (33.d)
I, \—sen(28) cos(2)\ 1,

Si ahora empleamos (33.c, d) en (29.a) resulta el notable hecho de que el tensor de Maxwell es
invariante ante Rotaciones de Dualidad:

Tab _tab (34.a)

)

y como este tensor se relaciona con la energia y el momento electromagnéticos, por lo tanto es
natural sospechar que la invariancia (34.a) éste asociada a una ley de conservacion, y en efecto,
como las ecuaciones (1) son deducibles de un principio variacional [25] entonces mediante el
Teorema de Noether [25-27] para las transformaciones (33.a) puede obtenerse la ecuacion de
continuidad [18]:

0 €0 =2 1 ZJ - (1 — _'\J
—| —E“+——B“ |+Ve| —ExB |=0 , 34.b
6t[ 2 211 Ho ( )

entre el vector de Poynting y la densidad de energia electromagnética.

.  CONCLUSION
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Lo aqui realizado muestra que el estudio de la estructura del tensor de Faraday aporta una mejor
comprension del campo de Maxwell.
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