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Sobre las Condiciones de Fueter-Lanczos

J L Lépez-Bonilla®, FJ Gallegos-Funes? y B E Carvajal-Gamez 3.

RESUMEN.- Mostramos que las ecuaciones de Maxwell en el vacio y la ecuacion de Dirac sin el término de
masa son casos especiales de las Condiciones de Fueter-Lanczos.

PALABRAS CLAVES: Cuaterniones, Ecuaciones de Maxwell, Ecuacién de Dirac.

l. INTRODUCCION

En [1] p.453 encontramos que las Condiciones de Cauchy-Riemann [2] pueden escribirse de la
siguiente forma:
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Recordemos que en variable compleja una funcién analitica (derivable) f(z) =u +iv

debe satisfacer (1), que a su vez implica el caracter armonico de las partes real e imaginaria de f(z),
es decir, u & v cumplen con la ec. de Euler (1752)-Laplace (1787) bidimensional, lo cual tiene gran
importancia fisica porque permite la aplicacién del Mapeo Conformal [2,3] a inumerables problemas
de electrostéatica, hidrodindmica, termostatica, etc., gobernados por dicha ec. de Euler-Laplace.
Ademas, en [4] se utilizdé (1) para demostrar que u & v son auto-potenciales de Debye, en otras
palabras, los famosos potenciales de Debye [5-9] del campo electromagnético pueden motivarse
mediante las Condiciones de Cauchy-Riemann de variable compleja. Al multiplicar z por exp (ib)
hacemos que z rote por un angulo b en el plano de Argand, entonces es inmediato preguntarse si
existe un sistema de nimeros que permita generar rotaciones en tres (nuestro espacio Euclideano)
y cuatro (espacio-tiempo de Minkowski) dimensiones, en efecto, tal sistema corresponde a los
Cuaterniones descubiertos por Hamilton el 16 Octubre 1843 [10-14]. El proceso cuaternionico para
producir 3-rotaciones y transformaciones de Lorentz puede consultarse en [15-21].

Como ya se menciong, la relacién compleja (1) tiene impacto en diversas aplicaciones fisicas, asi es
natural buscar su correspondiente generalizacién cuaternidnica. Por eso es relevante que Lanczos
[1] haya escrito las Condiciones de Cauchy-Riemann en la forma (1), porque asi es inmediata su
extension via cuaterniones:
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donde:

V=l 8+J6+K8+8 ) (3.2)
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(3.b)

Al sustituir (3.a,b) en (2) resultan las Condiciones de Fueter [22]:

ouy N ou, N duz  duy
0%y OXy OX3 OXq4

~

ou, N duz  duy N ouy _
OXy OXy OX3 0%y
Oug N OUy N OUy N ou, 0 (4)
0%y OXy, OXg OXy4
ou, 0y N ou, N Ouz
OXy OXy OX3 OXq4

o

o

y fue Lanczos [1] ecs. (21.a) el primero en deducirlas. Notemos que en variable compleja las
relaciones (1) tienen conexion con la derivabilidad de la funcion u + i v, sin embargo, en variable
cuaterniénica las expresiones de Fueter-Lanczos (4) deben interpretarse como Condiciones de
Regularidad [23] de (3.b). Al igual que (1), las restricciones (4) pueden escribirse [19,24] en la forma
de Debye, y esto hace sospechar una conexion entre (4) y las ecs. de Maxwell, lo cual se estudia en
la Sec. 2. De hecho, Imaeda [23] muestra que las Condiciones de Fueter-Lanczos permiten una
nueva formulacién de la electrodinAmica clasica. Hemos comentado que la blsqueda de técnicas
para producir rotaciones en tres y cuatro dimensiones conduce a los Cuaterniones, y en
consecuencia a las relaciones de Fueter-Lanczos, y lo sorprendente es que (4) se encadena a otros
tipos de rotaciones (0 de momentos angulares): En la Sec. 2 hace acto de presencia el vector de
Faraday [15,25] cuya existencia se debe a que las ecs. de Maxwell en el vacio son invariantes bajo
Rotaciones de Dualidad [9,15,19,25-29], y dicho vector da la pauta para seleccionar la funcién (3.b)
tal que (2) dé las ecs. de Maxwell en el espacio libre; ademas, en la Sec. 3 aparece otro tipo de
rotacion, a saber, el espin del electron, porque otra eleccion de (3.b) hace que (2) [o
equivalentemente (4)] coincida con la ec. de Dirac para espin 1/2 [30] sin el término de masa. Asi es
admirable la riqueza rotacional del formalismo cuaterniénico. De hecho, Lanczos [1,31-33] hizo un
profundo analisis de la ec. de Dirac empleando cuaterniones, lo cual también le permitié obtener la
ec. de Proca-Kemmer para espin 1 [34,35] y el concepto de Isoespin. En [36] puede encontrarse un
interesante estudio histérico de la ec. de Dirac.

En resumen, en las Secs. 2 y 3 particularizamos (3.b) para exhibir que (4) contiene a las ecs. de
Maxwell en el vacio y a la ec. de Dirac sin el término de masa, respectivamente. Sefialemos que en
la obtencion de (4) se emplearon las conocidas reglas de multiplicacion para las unidades
cuaternidnicas [20,21]:
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Il. ECUACIONES DE MAXWELL SIN FUENTES

En el espacio libre el campo electromagnético esta gobernado por las ecuaciones diferenciales [c
denota la velocidad de la luz en el vacio]:
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para los 3-vectores eléctrico y magnético. Si ahora elegimos:

X=X, Xo=Y , X3=2 , X4 =—ict
(7)

u =cB, +iE, , u, =cB, +iE, )
us=cB, +iE, , u, =0 ,

(8)

entonces las relaciones (4) reproducen (6). Es decir, las ecuaciones de Maxwell en el vacio adoptan
la expresion (2) [25,37]:

VF :0 J]
(9)
donde
o .0 0 10
V=l—+) —K—4+——, (10.a)
oX oy 0z cot
F=I1F+JF +KF,, F=cB+E (10.b)

Lanczos [1,38] y Silberstein [39] fueron los primeros en deducir (9). En (10.b) participa el vector
complejo de Faraday [15,19,25] porque el sistema (6) es invariante bajo Rotaciones de Dualidad. Es
interesante mencionar que la expresién cuaternionica (9) permite deducir, de manera muy natural, la
forma espinorial de las ecs. de Maxwell, véase [25], lo cual es realizable gracias al isomorfismo
existente [19,40] entre las unidades cuaternidnicas y las matrices de Pauli [41].
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[l ECUACION DE DIRAC
Aqui consideramos las Condiciones de Fueter-Lanczos para (7) con:
Up = )+ o+ 4=V 4 »Uzzi(‘/jz—‘//z 4+, )»

y al sustituir (7,11) en (4) encontramos el sistema de ecuaciones diferenciales que deben satisfacer
las funciones y/; :

)
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equivalente a la ecuacién de Dirac para espin % sin el término de masa [30,36,42], la cual adquiere

la forma (2) :

vD=0 , (13)

con VY D dados por (10.a) y (3.b,11), respectivamente. Las expresiones (9) y (13) exhiben una

notable similitud, en estructura, entre las ecuaciones de Maxwell y la ecuacion de Dirac, hecho
mostrado por Lanczos [1,38], Darwin [43] y Rainich [44]. Otro aspecto notable del formalismo
cuaterniénico es que permite construir [16,45], de manera simple y directa, las 16 matrices 4x4 de
Dirac de la mecénica cuantica relativista [42].

Las relaciones (4) también tienen participacién en relatividad general: Lanczos [46] mostrdé que en
todo espacio-tiempo curvo el tensor conformal de Weyl es generado por un potencial de tercer
orden, que bautizé con el nombre de Espintensor porque al estudiarlo en campos gravitacionales
débiles obtuvo (13), y él siempre admiti6 la esperanza de que su potencial fuera util en la
cuantizacion de la gravedad.
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Lo aqui efectuado enfatiza la importancia, en Fisica, de las condiciones de Fueter-Lanczos.
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V. CONCLUSION
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