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Letter
Sobre los Polinomios de Daubechies

B E Carvajal-Gamez *, FJ Gallegos-Funes® and J L Lépez-Bonilla®.

RESUMEN.- Demostramos que con pequefios cambios en diversas expresiones para los polinomios de
Legendre modificados, podemos obtener las correspondientes relaciones para los polinomios de Daubechies.
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l. INTRODUCCION

Las wavelets son muy importantes en ciencia, ingenieria y tecnologia [1-3], en particular, la
construccion de las wavelets de Daubechies [4] depende fuertemente de las raices de los
polinomios d, de Daubechies [5]. Asi, es interesante estudiar las propiedades de esos polinomios
porque su comportamiento nos da informacion util sobre las correspondientes wavelets. De acuerdo
a este enfoque, aqui demostramos que el analisis de d, puede ser guiado mediante los polinomios
de Legendre modificados P* [6-8], por lo tanto, un mejor entendimiento de los polinomios de
Daubechies puede lograrse via las funciones de Legendre.

. POLINOMIOS DE LEGENDRE MODIFICADOS

En efecto, los polinomios de Legendre modificados [6-8], para x € [0,1]:

P, =1, Pi=1-2x, P,=1-—6x+6x%
py =1—12x + 30x% — 20x7, (1)
P =1— 20x +90x" — 140x3 + 70x*
P: =1—30x+210x% — 560x% + 630x* — 252x° etc.
son soluciones de la ecuacion diferencial:
XL=X)y"—(2x=-)y"+1(1+)y =0 (2
y pueden ser generados con la expresion:
: (I L4k
& _ PRy A
Pioo =Y 0" () (7 ) 3
=0
0 en términos de la function hipergeométrica de Gauss [7,8]:
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Pi(x) = JF (—L1+1;1;x) (4)

M. SIMILARIDADES ENTRE LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE MODIFICADOS Y LOS
POLINOMIOS DE DAUBECHIES
Hacemos un cambio de signo en el 2do. coeficiente de (2), para asi considerar una ecuacion

ligeramente distinta:
XL-x)y" —(2x+D)y' +1(1+)y=0 6))
y entonces es agradable descubrir que los polinomios de Daubechies [5], para Ixl < 1:

do=1, dy =1+2x, d,=1+3x+6x2

. (6)
dy=1+4x +10x% + 20x3,

ds=1+5x + 15x2 + 35x% + 70x*,

ds =1+ 6x + 21x? + 56x? + 126x* + 252x3, etc.,

son soluciones de (5). La Fig. 1 muestra los polinomios (6), en donde sélo podemos ver sus raices
reales; en general, sus raices son complejas, por ejemplo, los ceros de des son (0.1411+0.3421 i),
(-0.1246+0.2832 i), (-0.2665+0.1073 i) y sus conjugados. Ademas, ahi notamos que d,(0)=1y d,(x) >0

si x>0, asi las raices reales son negativas.
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Figura 1.- Polinomios de Daubechies.
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Los d; son muy importantes en la construccion de las wavelets de Daubechies con soporte
compacto. Existe una cercana relacion entre los ceros de d; y los 2| coeficientes de filtrado h(l) de
las wavelets de Daubechies D; [5]. Por lo tanto, es fundamental la busqueda de algoritmos eficientes

para encontrar las raices de los polinomios de Daubechies, especialmente cuando | es grande. Aqui
exhibimos ciertas conexiones entre (1) y (6), esperando asi que la experiencia acumulada con las
raices de las funciones de Legendre pueda ser Util en el analisis de los ceros de (6).

Es facil encontrar la correspondiente modificacion de (4):

dy(x) = lim ; R(-LI1+1;—1+4x) (7)
A=0

y asi (3) adopta la conocida forma [5]:

4, (x) = Z (75 ®)
k=0

Por lo tanto, en la ecuacién:

@A-x)y"—-(2x+a)y' +1(1+)y=0 9)
podemos indicar dos casos de interés:
[P, a=-1 0=x=1
yx) = {d;(x], a=1 |x|=1 (10)
con las siguientes férmulas de Rodrigues:
. 1 4t ,
PF(x) = T dxl [x(1 —x)]* (11.a)
1 X I+1 dl (X_1)2I+1
dX)==| —| —|—"— 11.b
() I!(x—l) dx'{ X (11.6)

las cuales generan a (1) y (6). La expresion:

[b+1+ 0 —b(-1)] bl gl

X
y0o = 0+ 1! =) i

(x _ 1}h+2I] (12)

xb

para b= —l y b= 1 reproduce (11.a)y (11.b), respectivamente.

La relacién (8) puede escribirse en la forma:
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\ I+ k
d: (.'X:} = Z d:kxk, ﬂ:”{ = ( k )J k= 0111 ,E (13)
k=0

entonces es inmediato obtener que:

7
ﬂ':m. :1, d:j:Zﬂ::_il j:j.,...,n—j. (14)
k=0
dy=2d;, 11

lo cual significa que los coeficientes de d;—;(x) permiten construir a d;(x). Finalmente, notemos la

propiedad:

I+1

(1—x)" dil)+xd1l—-x =1 (15)

V. CONCLUSION

La intencion basica de esta Carta fue mostrar el paralelismo existente entre los polinomios de
Legendre modificados y los polinomios de Daubechies.
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