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Transformaciones locales de Lorentz y
Paradojas Relativistas
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ABSTRACT: En trabajo previo fue demostrado que las conocidas transformaciones entre sistemas
inerciales con movimiento relativo de Lorentz (LT) eran erréneas, y que las transformaciones vectoriales
de Lorentz (VLT), version corregida de las LT, son transformaciones que respetan verdaderamente tanto
el principio de la conservacion de la estructura de las leyes fisicas como la constancia de la velocidad de
la luz como una ley fisica universal en cualquier sistema inercial. En este trabajo se presenta un nuevo
enfoque que clarifica la via de cdmo obtener consecuencias practicas de la aplicacion de las VLT a la
medicidon de magnitudes fisicas.
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| INTRODUCCION

Como se expresa comunmente en la literatura relativista, algunas de las consecuencias practicas
de las transformaciones de Lorentz (LT), bajo condiciones de simultaneidad de acontecimientos, u
ocurrencia en el mismo sitio, son conocidas como la contraccion de la longitud y la dilatacion del
tiempo, respectivamente. En este trabajo tales conceptos son re-evaluados.

Para analizar los resultados o las relaciones que se obtienen de las transformaciones vectoriales de
Lorentz, o transformaciones corregidas de Lorentz, recordemos las condiciones existentes dentro
del analisis de tales transformaciones:

a) Se consideran dos sistemas inerciales con movimiento relativo entre ellos y un observador
colocado en cada sistema con equipo necesario, previamente calibrado, para medir tiempos y
distancias.

b) Debido a la relatividad del movimiento, cada observador considera su sistema como fijo y el otro
que se mueve en una velocidad constante. En esta situacién y sin ninguna otra referencia, es
imposible demostrar qué sistema se esta moviendo, como fue demostrado por Einstein en 1905 [1].

c) Cuando ambos sistemas inerciales coinciden en un mismo punto, un pulso de luz se envia al
espacio y las medidas de su trayectoria son hechas por cada observador dentro de su sistema
inercial "sin ningun conocimiento del otro observador situado en el otro sistema". Asi, cada
observador mide desde su origen de coordenadas un radio-vector distinto hasta el punto P en el
espacio, elegido previamente y al cual el pulso de luz llega.

En este analisis los postulados siguientes son considerados como validos:
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1) Cada observador de manera independiente mide el mismo valor ¢ de la velocidad de la luz.

2) Las leyes de la Fisica son iguales en cualquier sistema inercial de referencia.

Hemos visto antes en la derivacién de las transformaciones vectoriales de Lorentz (VLT), que el
tiempo es un vector dependiente de los coordenadas espaciales [2]. Aunque fueron derivadas
tomando como base un pulso de luz, sus relaciones son validas para cualquier tipo de proyectil con

una velocidad distinta a la de la luz. Tales transformaciones (VLT) son:

(1)

(2)
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Las expresiones de las transformaciones directas (tres primeras) e inversas (tres ultimas) en (1)
fueron obtenidas considerando el sistema O, fijo, y el sistema O’ , moviéndose con respecto a O.
Similarmente, las expresiones en (2) son para una configuracién opuesta. Por ejemplo, ahora O' es
fijoy O’, movil.

En ecuaciones (1), la velocidad del sistema movil es v, pero en (2) es —v. Observe también que la

velocidad del sistema movil O’ , respecto al sistema fijo O en (1), esta dado por v:v.%; y en

!

ecuaciones (2) para un sistema moévil O, y O’ , fijo, es V’=V.E.

Il INTERPRETACION DE LAS TRANSFORMACIONES VECTORIALES DE LORENTZ
¢Ahora, cual es el significado de cada una de las relaciones expresadas en ecuaciones (1) y (2)?
A. Transformaciones relacionadas con el Tiempo

Obviamente, las expresiones de los radio-vectores r y r’ se obtienen facilmente de la geometria y
de la simetria observadas en el higo 1, pero del significado de t o ' no es tan claro, porque no
vienen de un analisis fisico o geométrico sino de una derivacion matematica, donde es necesario
investigar el significado de cada variable implicada. En tal sentido, intentemos analizar
correctamente la transformacion vectorial del tiempo. Para comenzar, reescribamos la derivacion de
sus transformaciones (directas e inversas), considerando el punto P moviéndose a la velocidad de
la luz, el cual esta siendo monitoreado por dos observadores con movimiento relativo entre ellos:

r V r
vt ct-v.— t——r S CL+V. — t+ 51
r=—— = ct=—n--C = |r=—=C_1| r= — o oct=——C o|t=—CF (3)
v2 V2 v2 V2 v? v2
1-— 1-— 1-— 1-— 1-— 1-—
c c c c c c
! r v
vt CU+v.— U+ r r ct-v.— t——r
= ’ ct= 2 =|t= C =| r= :>C.t’=—(2: =t = C - (4)
v v v v [ v v
1-— 1-— 1-— 1-— 1-— 1-—
c c C c c c

Puede observarse que las expresiones del tiempo, t y t' en (3) y (4), medido por los
observadores, dependen del radio-vector medido del proyectil.

Para intentar clarificar desde un punto de vista fisico este aspecto de las VLT vamos a enfocar
ahora nuestra atencion en la ecuacién (3) y recordar el ejemplo siguiente: sea r el radio-vector
variable de un avién en vuelo inclinado rectilineo, medido por un observador en el origen O de un
sistema de coordenadas fijo, y sea r' el radio-vector de posicion del avion, medido por otro
observador localizado en el origen O’ un sistema que se mueva a la velocidad Vv, respecto al
sistema O, vea la Fig. 1.
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Sobre las expresiones del tiempo t' en (3) podemos decir que éste es el tiempo medido por el
observador del sistema moévil como si él estuviera en el punto extremo P del radio-vector r (de el
cual es el mismo extremo r') y né en el origen O', como es entendido generalmente. Porqué
afirmamos esto?. Bien, de la expresion del tiempo t' en (3) ella se observa que su valor depende
explicitamente del valor del radio-vector r. Esta sola caracteristica sugiere su propia explicacion,
porque si no estuviera dependiendo del radio-vector r, el valor de t' seria igual para cualquier valor
del radio-vector r, y no lo es.

Por el contrario, para cualquier punto P en reposo en relacion con O’, localizado en cualquier lugar
de este sistema movil que viaja a la velocidad v respecto a O, la transformacion sobre el tiempo
medido por uno y otro observador se hace independiente del valor de r. En efecto, dado que P se
mueve a la velocidad Vv, su radio-vector vendra dado por r=v.t. Luego, substituyendo, tenemos:

\' Vv
t— . t— .Vt 7

po_€c __ ¢ — t=1-Y ¢ (5)

2
v? v? c
—- 7 1=z
c c

El tiempo t es medido en el punto P. Como caso particular, localicemos el punto P en reposo en el
origen de coordenadas del sistema mévil O’. Asi pues, debido a que el tiempo es medido en este
punto especial podemos entonces referirnos a él como el tiempo local en O'.

t—Vr t- vt ;
c? c? v
ty = = = th=,1-—1t (6)
\/ v? \/ v? c
1-— 1-—
c? c?
=X t:tL'2 (Time Dilation)) (7)
\"
1-—
C2

Por otro lado, debido a que dicho punto P, aunque situado en reposo en el origen de coordenadas
del sistema maévil O’, el mismo se desplaza a una velocidad respecto a O. Trataremos de obtener la
misma relacién (7), usando la transformacion inversa VLT en (3), como chequeo de consistencia:

v
ty +—.r' e (0 v2
t= ——.t (Contraccion-tiempo en O') (8)

v 1/ 1/ &
CZ

Este resultado indica que el andlisis ha sido conducido correctamente: Un observador fijo en O se
da cuenta que su tiempo medido es mayor que el dado por un reloj situado en el origen mévil O’ o
que él experimenta una dilatacion del tiempo en relacion con que fue medido por el otro observador
en O, (7). E inversamente, el observador situado en el origen O fijo ', el cual es consciente que él
se esta moviendo con respecto al origen, aprecia que su tiempo medido experimenta la contraccion
correspondiente en relacién con del tiempo O, especificada por el resultado obtenido aplicando la
transformacioén inversa en la ecuacion (8).
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Cambiemos el papel de los observadores. El punto P ahora estara situado en reposo en el origen
de coordenadas del sistema movil O, desplazando en en relacién con, O’ , fijado, los VLT del tiempo
que se aplican estan ésos en las ecuaciones (4). Debemos obtener el resultado opuesto a ése (7).

t i.r’ t’+—( v.t') 2
o oty - ,/l—c—z.t’ (9)

(Dilatacion del tiempo en Q') (10)

Aplicando la transformacion inversa se obtiene consistentemente:

\Y

v
to_Tr to 0) t V2
= c” _ ¢ = t=—22= = t,=,/1-—t (Contraccién-tiempo en O)
M v c
c? c? c?
(11)

De esta manera y en este momento del analisis, podemos establecer que el tiempo t'=T indicado
por un reloj en el origen del sistema movil O’, es medido por un observador fijo en O como su

tiempo real tzL2 retrasado respecto a t'=T , como se indica en ecuaciones (7), (8) y (10),
v
1——

C2

(11) sin ninguna duda. En este sentido, un experimento fisico se puede conducir para corroborar el
hecho de la dilatacién del tiempo (hecho con éxito en el 1971, Experiment of Hafele-Keating)
predicho también por este analisis tedrico del VLT, debido a que todas las condiciones para medir
tiempos locales son precisamente establecidas y conocidas.

Es importante establecer que la limitacién que aparece al final del principio de "Resulta imposible
saber si un sistema inercial A se mueve con respecto otro B, o si en realidad B se mueve con
respecto a A, sin el conocimiento de cualquier otra referencia", deducida por Einstein en [1] (aunque
también Newton y Galileo lo indicaron) es completamente correcta como fue demostrada fisica y
matematicamente por los resultados anteriormente obtenidos con el uso directo e inverso de las
VLT. Determinar cual es el sistema mévil y cual es el que uno considera fijo es la pista para
solucionar cualquier paradoja presentada, y ello es posible en este analisis.

Hemos presentado de una manera detallada este analisis a fin de evitar algunas confusiones que se
presenten generalmente referidas al malentendido de la diferencia entre la transformacion inversa y
la directa, cuando ellas no se refieren el mismo acontecimiento, sino a uno distinto. Las paradojas
han aflorado, y han salido mucho desde que la relatividad fue lanzada con éxito por Einstein y
cuando las férmulas relativistas se aplican sin cuidado a los casos donde no son aplicables.
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De lo que se ha visto, podemos entonces hablar sobre los arios puntos posibles donde distintos

tiempos se pueden medir para un mismo acontecimiento que ocurre cerca de dos observadores

con movimiento relativo entre ellos, Por ejemplo, podemos medir el tiempo en el origen fijo O con un
2

v
reloj midiendo t; otro reloj en el origen movil O’ que mide t, =,/1——-.t, y un tercer reloj dentro
c

Vv
t——r
C2
——
v
-
c2

Y muy similarmente, podemos también hablar de los varios puntos posibles con los movimientos
relativos, donde tiempos distintos pueden ser medidos para este segundo caso, es decir: en el

., ., . dr . .
del avion moviéndose a velocidad E: u' con respecto al origen O’, midiendo: t, =

2

2
v

origen fijo O’ con un reloj midiendo t’; otro reloj en el origen moévil O, midiendo t, =,/1-—-t', y
c

también un tercer reloj dentro del avidon que se mueve a otra velocidad U’ respecto a O’ (la cual

v
t+—.r
necesita ser considerada en la expresion de la variable r’), midiendo: t, =—C _ Puede

2
\'
1—C72

observarse que las férmulas de VLT cambian de un caso al otro, cambiando los papeles y
significados de las variables, es decir: ', ', cambiaa r, t, pero inversamente r, t, cambiaa r’,
t', y v, cambia a —v. Sin embargo, aunque obtenemos expresiones similares de las
transformaciones inversas derivadas de las directas, el significado de las variables no cambia. Es
importante tener en mente lo que esta ocurriendo a fin de evitar confusiones y no entrar en
contradicciones (paradojas).

Otro aspecto significativo a establecer para simplificar el analisis anterior es que el punto P en
reposo podria ser referido a cualquier otro punto genérico en reposo respecto a su origen de
coordenadas O’ en el sistema movil. Esto significa, como deberia ser obvio, que si un observador
esta en reposo en el origen O’ del sistema movil y otros dos observadores mas, ubicados en puntos
genéricos P, y P,, estando también en reposo respecto O’, todos leeran en sus los relojes el mismo
tiempo, sin importar si el sistema se esta moviendo (como un todo a la velocidad v ) respecto al otro
sistema considerado fijo. Es importante enfatizar este aspecto fisico que sucede en eventos
relativistas. Es como si cualquier punto del sistema moévil se comporta como si él estuviese
localizado en el origen O’ del sistema. Asi, la estructura del factor de Lorentz que relaciona ambas
medidas de tiempo en puntos genéricos se preserva igual al existente entre los origenes Oy O’.

Refiriéndonos a las expresiones del tiempo t,, en (6) y/o del tiempo t, en (9), es significativo decir

que constituyen un resultado muy relevante, puede ser el mas importante del analisis de buscar
usos practicos de VLT, como él va a ser demostrado pues avanzamos en este desarrollo.
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B. Transformaciones relacionadas con la Longitud

Por otro lado, sea una barra en reposo concerniente al origen O’ de un sistema inerciales movil
situado en el eje de X, y la medida de la longitud de tal barra es tomada por un grupo de personas
que conocen que la distancia de los extremos de la barra A y B al origen O', X'z y X', no
cambian en ningun momento debido a ella esté en reposo con respecto a O'. Debido a esto, para el
observador situado en O’ la longitud de la barra no cambia con el transcurrir del tiempo,
preservandose constante e igual a X'y —X', = L, . Esto implica que el tiempo, aunque transcurra,

debe ser considerado igual dentro de las ecuaciones de las VLT para todos los puntos situados en
reposo respecto al origen O', es decir: t; =t, =t,, =t:

Lo Xg =Vt Xa =Vt (Xg = Xa ) FV(t=t)  (Xg—X,) L
XpXa= 2 2 2 - 2 0 2
o c c c c (12)
2
= L=L,. l—V—2 (Contraccion de longitud)

En el analisis anterior, la consideracion de tg =t, =t,, =t, define realmente la simultaneidad dentro
de un sistema donde todo esta en reposo, y la consideracion del origen O', para el analisis anterior
del tiempo, como el punto especial de referencia para hacer cualquier medicion, define el mismo
sitio de ocurrencia del evento.

El analisis anterior es no solamente valido para una barra situada en el eje X, sino también para
cualquier orientacion fija de la barra en reposo ocupando cualquier posicién dentro del sistema con
origen en O'. Este sistema se mueve como un todo respecto al sistema fijo a la velocidad v. Las
consideraciones de igualdad para el tiempo en cualquier punto son igualmente validas . Asi pues,
la longitud de la barra se conserva constante e igual a L,, como en efecto lo es para el observador

en O".

[re—r'a] = = =
v? v? v?
1-— 1-— 1-—
C C C
V2
= L=L1-—= (Contraccion de longitud) (13)
c

El resultado anterior indica que las medidas de longitud hechas por el observador situado en el
origen O del sistema fijo dan un valor que es menor que lo medida en el sistema mdvil, y que la
contraccion de la barra medida por el observador fijo es dada por un factor el cual es el mismo,
independientemente tanto de la orientacion de la barra como de la direccion del movimiento del
sistema movil.

JVR 2 (2007) 4 92-114 ®©Journal of Vectorial Relativity 98



J G Quintero D y J A Franco R.: Transformaciones locales de Lorentz y Paradojas Relativistas December, 2007

2
. e [ v
Calculando a través de la transformacion inversa, usando r'=k.(r-vt) = r= 1-—r+vt,
c

obtenemos:
V2 , , v2 , — / — ; — V2
Irs =1l = 1_C_2(rB_rA = 1_C_2\/(XB_XA) +(Ye=Ya) +(T-7x)" =L= 1_C_2|-0
V2
=  L=L1-— (Contraccion de longitud) (14)
c

En este momento, es importante decir que lo que fue observado antes para la magnitud tiempo es
similarmente observado para la longitud: un observador fijo en O se da cuenta que su medida de la
longitud de la barra es menor que la medida dede el origen O', o él detecta una contraccion de la
longitud en relacién con lo que fue medido por el observador movil en O', segun la ecuacion (13). E
inversamente, el observador situado en el origen O', quien tiene conocimiento que él se esta
moviendo con respecto al origen O, aprecia que su medida de la longitud de la barra experimenta
una extension en relacion con de la longitud medida en O, dada por el resultado inverso de la
transformacion obtenido en la ecuacién (14). Esta observacién evita cualquier malentendido, o la
posibilidad de caer en contradicciones y/o paradojas en este analisis relativista.

Suponga ahora que en lugar de una barra, una caja de lados rectangulares f, g andh, con un

volumen V,, =V, = f.g.h localizada en algun lugar, en reposo respecto al origen O’, es medida por

el observador localizado en el origen O’, del sistema mavil. ; Qué volumen mediria el observador en
el origen O del sistema fijo?. Expresemos f, g y h

como f =|rg—r,|, g=|rc-rg|, y h=|rp-r¢|, las distancias entre los puntos AyB, ByC,
y C y D, respectivamente, y que cada distancia se denoten como

Irw =Fa| = V(X =Xy )2 +( Yo —Yn )2 +(2y —2y )? . Operando como antes, la expresion del volumen
V =|rg =r|rc =rg|[ro —rc|. medido por el observador en el origen fijo O en funcion de V, seria
encontrado a través de:

o —r o —r r. —r g —aflf{fe —Fglllfy —T, V
vo=||rfB-rrA||.||rfc-rfB||.||rfD—rfc||=—\/B alre e o) I “rollre tullro v

2 2 2 3 3
T || A A
C C C Cz Cz

(Contraccion de volumen) (15)

\Y

3
2\2
c

En el caso de un area se encuentra similarmente:

= V, =
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/ / / / rg —r I, —r "I’ -r "”r —-r || A
AR CE . Ck e (A RS
1-— 1-— Ve )2 ve )2
\/ c? \/ c? []—_CZJ (l—ch
A V2
= A=—7 = A='%.(1—C—2j (contracion de area) (16)

3
232
C

La caracteristica relevante de estos calculos con un VLT particularizado al caso de dos
observadores inerciales situados en el origen de cada de sus sistemas, que se mueven con el
movimiento relativo entre ellos, es que sus resultados demuestran cémo cada magnitud tiene su
propio factor caracteristico de Lorentz cual no depende de la orientacion de la linea del movimiento
relativo. Hemos llamado este uso particular de las de VLT, transformaciones locales Lorentz (LLT)
[4]. Por el contrario, las transformaciones erréneas de Lorentz, como sabemos, originan diversas
transformaciones transversales y longitudinales, haciendo el complejo para analizar diferencias
entre las medidas de una cierta magnitud de dos observadores inerciales con el movimiento relativo
entre ellos.

Il PARADOJAS RELATIVISTICAS

1) Paradoja de los gemelos (simplificada). Para comprobar el verdadero resultado de su
discusion, uno de los hermanos gemelos despega en una nave espacial a una velocidad
constante de un noveno de la velocidad de la luz y después que él regresa a la misma
velocidad a la tierra su reloj registrd un periodo de tres anos. El problema es: si para el
hermano en la nave espacial su reloj midié un periodo de tres afios en el viaje, cuanto tiempo
seria medido por el hermano que se quedd en la tierra?. La paradoja de los relativistas
comenzo con la siguiente declaracion: Bien, debido a que el movimiento relativo es a
velocidad constante, ellos son sistemas inerciales, asi pues, el analisis depende de cual
sistema se considera fijo: El hermano en la tierra ve que la nave espacial se aleja de la Tierra
a 0.9c. Sin embargo, el hermano en la nave espacial ve igualmente que su hermano se esta
separando a la misma velocidad de 0.9c. asi pues, al final se tienen dos soluciones y no se
puede establecer cual es la respuesta correcta.

De acuerdo con nuestro desarrollo, alli no existe ninguna paradoja porque el segundo
hermano claramente comenzé un movimiento relativo desde la Tierra, considerada como el
sistema fijo. Supongamos que sus relojes fueron previamente calibrados en la tierra y
obviamente el hermano en la nave espacial sabe que él comenzé un viaje con un movimiento
relativo respecto a la Tierra para regresar después de que él midiese tres afos en su reloj. Asi
pues, el reloj del hermano en la tierra u observador fijo, obtendra en funcién de lo que mide su
hermano en la nave espacial, el observador movil, aplicando la ecuacién (7), obtendra la
medida siguiente del periodo de tiempo consumido durante el viaje:
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2)

3)

. 3 years 3 years
t= b = y = y =6.88 years

Asi, el viajero gemelo es 3.88 afios mas joven ahora que su hermano sedentario.

La paradoja de la larga escalera y del garaje corto. Sea una persona A con una escalera
del 10 metros de longitud en reposo y una persona B en un garaje con una longitud de
también 10 metros de largo. Asi pues, la escalera en reposo ajusta perfectamente en el
garaje, como puede ser comprobado por la persona B. La paradoja es: si la escalera larga es
transportada longitudinalmente por la persona A, a una velocidad constante de 0.9c y él pasa
a través del garaje. Entonces, debido a los efectos de la relatividad del movimiento relativo de
sistemas inerciales, cuando la escalera pasa sera mas corta que el garaje (ella facilmente
ajusta en el garaje), como es observado por la persona B, pero, la persona A realmente ve
qgue es el garaje el que viene hacia €l a una velocidad constante de 0.9c y él detectaria que el
garaje es realmente mas corto que su escalera (la escalera es mas larga, no cabe en el
garaje).

Igual que antes, las longitudes de la escalera y del garaje medidas en reposo previamente por
ambas personas A y B en el garaje, dan iguales resultados comprobando que tienen la misma
longitud. Mas adelante, la persona A comienza un movimiento, sistema moévil, respecto al
garaje, sistema fijo. Asi pues, la persona A esta viendo siempre esa escalera como teniendo
la misma longitud 10 metros, porque la escala es en reposo en relacion con él. Pero el
observador fijo, persona B en el garaje, detecta que la escala ha contraido. Aplicando la
transformacion directa en la ecuacién (13) la contraccion observada de la longitud esta: A
saber, la escala, mientras que es observada por la persona B, es contraida por efectos
relativistas a partir de 10 metros a 4.36 metros.

Paradoja de las naves espaciales de Bell. (tomado de Wikipedia). En la version de Bell de
esta paradoja, dos naves espaciales, que estan inicialmente en reposo en un cierto marco
inercial comun de referencia, son conectadas por una delicada y tensa cuerda. Al inicio, t =0,
en el marco inercial comun ambas naves espaciales comienzan a acelerar, con una
aceleracioén constante g segun lo medido por un acelerémetro a bordo. Pregunta: ;Se rompe
la cuerda - es decir aumenta la distancia entre las dos naves espaciales? (la respuesta dada
por J. S. Bell fue: Si)

Consideremos otro observador situado en el origen O del marco inercial de referencia,
sistema que se considerara fijo, viendo lo que esta sucediendo con las dos naves espaciales.
Las naves espaciales comienzan su movimiento con respecto a O.

La condicién de que las dos naves espaciales estan aceleradas con la misma aceleracion g
(puede inclusive no ser constante, la Tierra en su traslacion se mueve con aceleracion
variable y lo que esta en reposo, permanece en reposo, definiendo a la tierra como un sistema
inercial) simplifica el analisis relativista del problema y de su solucién, porque las naves
espaciales se pueden ver como un todo, como un sistema movil, dentro del cual todo esta en
reposo respecto a su origen O": las naves espaciales estan en reposo y también la delicada y
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tensa cuerda que las conecta. Por lo tanto, la cuerda no se rompe porque todo permanece en
reposo, como asi lo confirmaria el observador situado en O'. Solamente el observador situado
en el origen O del sistema fijo veria un acortamiento de la distancia entre el frente extremo de
la primera nave espacial y el extremo posterior de la segunda nave espacial, y en general de
cualquier distancia interior en reposo, debido a la contraccion relativista producida por la
velocidad del sistema movil, es decir, todas las distancias internas disminuyen
proporcionalmente. De acuerdo con este trabajo, el observador fijo veria también que la
cuerda no se rompe, la misma situacién observada por el observador en O'. Asi pues, la
declaracion de Bell de que la cuerda se rompe, es incorrecta

I TRANSFORMACIONES LOCALES DE LORENTZ

Hemos observado como en el analisis critico de las transformaciones de Lorentz (LT) asi como también en el
enfoque de las VLT, para obtener una contraccion "limpia" de la longitud es necesario tener simultaneidad de
acontecimientos. Similarmente, para observar una dilatacién "limpia" del tiempo se necesita que los
acontecimientos ocurran en el mismo lugar. Pero, cuando la simultaneidad o la misma localizacion no es
posible ser logradas complejas expresiones para la contracciéon de la longitud y la dilatacion del tiempo se
presentan (je incorrectamente en LT!). Obviamente, viene del hecho de que estamos comparando las
medidas hechas a partir de dos sistemas inerciales distintos que tienen origenes distintos.

Lo indicado antes en el parrafo anterior estaba para explicar las fundaciones para obtener medidas locales del
tiempo y de la longitud, para desarrollar correctamente lo que hemos hecho antes de una manera informal con
las transformaciones locales previamente definidas de Lorentz (LLT) como caso particular de las
transformaciones vectoriales de Lorentz (VLT).

La manera de alcanzar esta meta se logra haciendo que ambos observadores hagan medidas desde una
misma referencia. Claramente, estariamos modificando las condiciones originales bajo las cuales las VLT
fueron desarrolladas. Recuérdese que el objetivo principal en el desarrollo de VLT era demostrar como dos
observadores inerciales con movimiento relativo entre ellas median la misma velocidad de un pulso de luz,
cada uno haciendo tales medidas respecto a su propio sistema de la referencia. Sin embargo, es bien sabido
que en una comparacion, la igualaciéon de las la mayoria de condiciones es la manera general de comparar
cosas. En el caso de LLT, deseamos solamente comparar las medidas de una magnitud hecha por un
observador fijo con las hechas por otro observador, mévil, y cual es su diferencia, si la hubiera.

Asi pues, veremos luego que la situacién de la simultaneidad de acontecimientos y de la ocurrencia en el
mismo lugar, o la contraccién observada de longitudes y de la dilataciéon del tiempo en relatividad puede ser
obtenida modificando la configuracion de dos observadores inerciales distintos que miden un respecto fisico
de la magnitud a las referencias distintas, a la situaciéon de medir la misma magnitud fisica de la misma
referencia.

¢ Qué significa ésto? Como es sabido, las transformaciones vectoriales de Lorentz (VLT) son las relaciones
entre mediciones de longitud y tiempo, hechos por dos distintos observadores dentro de su propio marco de
referencia, sin conocerse. Cuando los dos observadores miden la velocidad de la luz ellos la hacen tomando
como referencia su propio origen de coordenadas, el origen O para el observador fijo, y el origen O' para el
observador movil, con el resultado de que el valor de la velocidad de la luz obtenida por cada uno es la
misma. Ahora, planteemos la situacién de que las medidas de las magnitudes fisicas para ambos
observadores deban ser hechas desde una misma referencia.

Establezcamos que cada observador conoce de la presencia del otro observador, y acuerdan las magnitudes
de la medida durante el "mismo periodo del tiempo", tomando como referencia el mismo origen de
coordenadas, para comparar sus resultados. Estas medidas, por supuesto daran diferentes resultados si se
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comparan con los obtenidos a partir de las transformaciones vectoriales de Lorentz, las cuales son hechas
tomando como referencia distintos origenes de coordenadas. Veremos también que esta nueva configuracion
nos dara las relaciones practicas que no son dependientes en la orientacion del movimiento del cuerpo. Para
sistematizar las ideas y aplicarlas a una comparacién verdadera de medidas de magnitudes fisicas para
obtener formalmente las transformaciones locales de Lorentz, se estableceran las dos convenciones
siguientes:

1)

En adelante, ambos observadores haran sus medidas tomando el mismo punto de referencia.
Sea el origen del observador fijo esta referencia. Por ejemplo, si el observador fijo O mide el

radio-vector

r de un proyectil enviado al espacio, vea Fig. 2, el observador en el sistema

movil O' medird un radio-vector similar R' desde la misma referencia del observador fijo, tal
que R' satisfara r'=R'-R';, con las definiciones de las variables R’ y R’,dadas abajo:

r—vt

v.t

B 2
C

7

v? v?
2 Wz
c c

=R-R/,; for R, =

v.t

o

(17)

=
CZ

and R'=——
2

\'
1--3
C

Entonces, lo medido por el observador mévil estara relacionado con la del fijo, a través del factor de
escalamiento de Lorentz, Cada magnitud fisica tiene su propio factor caracteristico.

2)

El observador movil O' no enviara ningun pulso de luz (o proyectil)

Fig. 2

R7
PR 4
rp=v.t _--
- r
g R = —F——————
.- R 2
N 0 /1 - (vic)
! V.Cos 0

a ningun punto P en

ningun instante. Asi, €l medira un desplazamiento nulo del proyectil, r=0 = r=r, y R=R,.
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De este modo, el radio-vector de su sistema movil, r=r, sera la unica medida completada.
Sean t=T y t'=T' los tiempos medidos en el origen de cada sistema. Por lo tanto, de las

expresiones generales de VLT obtenidas previamente y de las convenciones aplicadas, se
obtienen las transformaciones locales de Lorentz (LLT) :

Vv
T-——VT 2
2
r=0=r=vTar, T=—— o |77 1-Y, o ___¥T __R (18)

2 _C_Z’. 2 2 2
1-Y \/1—"2 \/1—"2 \/1—"2
c c c c

En suma, las medidas de R', T', R, T, y r=v.T =R, del movimiento del origen O’ son hechas

ahora por los observadores movil y fijo, tomando como Unico punto de referencia el origen del
sistema O. Como observamos en (18), los vectores tiempo y distancia estan relacionados por un
factor de escalamiento caracteristico. El factor de escalamiento, en el caso del tiempo, es un
multiplicador dentro de cada componente con un valor menor que la unidad. Para las distancias, es
un divisor. En otras palabras, si cualquier componente de un parametro tiene el mismo tipo de factor
la contraccion o la extension es igual en cualquier direccion. Por ejemplo, una esfera se amplia
uniformemente en todas las direcciones de acuerdo a su factor de escalamiento dependiendo de su
velocidad y de la velocidad de la luz.

Es importante enfatizar que las LLT son medidas tomadas con respecto al punto de referencia O del
sistema fijo lo cual es totalmente diferente a lo que se hace para VLT, donde cada observador hace
sus medidas con respecto a su propio origen de su sistema de referencia. A saber, las
transformaciones referidas como LLT son diferentes a las de VLT.

Con esas dos convenciones en mente, no deberemos preocuparnos por coincidencia en el sitio o
por simultaneidad de acontecimientos. Las relaciones (18) implican que en las LLT cada magnitud
fisica de un objeto movil observada por un observador fijo, en virtud de su dependencia de la
velocidad, de una manera verdadera se contrae, se amplia, crece o se reduce, con el mismo factor
de escalamiento en todas las dimensiones, independientemente de su forma o imagen. Por

ejemplo, si en el sistema movil un observador en O' mide una barra de la longitud L,, y mide un

tiempo t,, el observador en el origen O del sistema fijo medira esta longitud como L y el tiempo

como t. La posicién de la barra en el sistema O' no es relevante; lo importante es que él esté en
reposo para el observador en O' y moviéndose respecto al observador en O. Asi, la relacién entre
ambas medidas, segun LLT, sera:

Esto indica que el observador en un sistema "inmovil" mide sobre una barra que se mueve al una la
velocidad Vv, una contraccion de su longitud original L, a L, sin importar cual sea la posicion de la
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barra en el sistema O', y una dilatacion del tiempo de t, a t, como se muestra en las ecuaciones
(19).

Otra caracteristica relevante es la siguiente: Los factores de Lorentz en LLT actuan como factores
de escalamiento entre medidas hechas en O vy las hechas en O ', para cualquier magnitud, no
importa si ésta es una magnitud diferencial o integral. Es decir los factores de Lorentz son
simplemente factores de escalamiento entre tales medidas. ;Cual es el significado verdadero de
LLT expresado en las ecuaciones (19)? Lo primero es que cada componente es afectada por su
factor caracteristico de Lorentz de la misma manera, a saber, contrayendo las longitudes o
dilatando los tiempos. Por ejemplo, una placa cuadrada con un area en reposo S, = L2, segun la

ecuacion (16), obtendremos:

2 2
S'=SO=L§= L . L = L :>SO=L = SZSO'(l_V_zj (20)

V2 V2 v? v? c
\/1—2 1-— 1-— 1-—
c c C C

Y un volumen V'=L,.L,.L,, medido desde O’ en reposo esta relacionado al volumen medido

desde O, V = L,.L,.L;, viene dado por el producto de sus tres lados contraidos (21):

vZ )2
1——
( CZJ (21)

V=V = Lo, Loyl = . . = = V=
\Y

3
2
N V=v0{1—"—2J
C

La velocidad del vector del origen O ', obtenida distinguiendo la dislocacién respecto de O ' al
tiempo originara, el LLT siguiente:

dr
1_ﬁ dr
/ 2 e
VAL - = v=— (22)
d v 1=V 1=V
dt. 1—? C2 C2

En este momento advertimos que la velocidad del sistema mévil O, juega dos papeles: como
escalar, cuando esta dentro del factor de escalamiento, en donde un observador ve al otro moverse
respecto a si mismo sobre la misma linea del movimiento relativo, o también como vector, medido
por el observador en O' en su propio marco tomando como referencia el origen del otro sistema O,
bajo las convenciones de las LLT. Después de hacer este necesario paréntesis, la LLT para la
aceleracion se obtiene facilmente de manera semejante como en (22):
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dv
___dt ~  a-—2 23)
v2 2 v2)2
17 -7

Es también necesario decir en este momento que el origen O' podria también tener un movimiento a
lo largo de una trayectoria curvilinea con velocidad variable y sin embargo ser un sistema
inerciall. Por ejemplo la tierra tiene un movimiento curvilineo inercial indudable alrededor del sol, y
aunque acelera al ir a perihelio y reduce su velocidad cuando va al afelio, no sentimos nada, los
edificios mantienen su verticalidad, y el equilibrio de cualquier clase se preserva, etc. Asi pues, con
las transformaciones encontradas en ecuaciones (22) y (23), era de esperar obtener también las
LLT de magnitudes dinamicas. Hagamos algunas observaciones. Demostraremos después, que es
posible aplicar las transformaciones vectoriales de Lorentz (VLT) a un sistema inercial de
coordenadas con el movimiento curvilineo, con respecto a un sistema fijo, situado en un punto O en
la trayectoria curvilinea del sistema movil.

Fig. 3

Podemos establecer que los sistemas inerciales son no solamente los de aceleracién nula, sino
también aquéllos donde "la suma de fuerzas actuantes es nula". Estos incluyen no solamente los
de aceleracion nula, observados en el movimiento rectilineo, sino también los del movimiento
curvilineo con momento angular constante en donde la aceleracion es generalmente variable.
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Para el movimiento de la tierra alrededor del sol, la suma de la fuerza gravitacional del sol sobre la
tierra mas su fuerza centrifuga da un resultado nulo, razén por la que el movimiento de la tierra es
inercial pues es de momento angular constante. De esta manera, el movimiento de la tierra no es
impedido ni facilitado por ninguna fuerza externa adicional. Intentaremos reproducir este movimiento
en Fig. 3, donde el primer observador esta sobre la tierra, en O', y el segundo observador estara
localizado en la trayectoria eliptica en el punto de mas cercania al sol, el perihelio.

Sea R, la distancia entre el sol y la tierra en el momento cuando los observadores comienzan a

medir el movimiento, y r, el radio-vector de posicion genérico de la tierra. Tomando una visién mas
cercana, en el mero comienzo de las medidas sobre este movimiento, para dos dimensiones, véase
Fig. 4. Digamos, cuando coinciden O 'y O, un pulso de luz se envia formando un angulo S con el

eje X, vea Fig. 3, y un angulo y entre la velocidad tangencial de O' con el eje Y como se muestra
en Fig. 4. Igualmente definamos @, como el angulo barrido por el radio rdesde r =R, a la nueva

posicién del observador movil después de un periodo del tiempo dt. En este momento el pulso
ligero ha alcanzado el punto P.

7
v oS
V.COS
P y
v.siny X
<«v.dt.cosy
dx 0 X
O v.dtsiny r.coso \ |
K RO
| Fig. 4 |
De las Fig. 3 y 4, podemos establecer las siguientes relaciones:
dx'= k(dx —v.dt.sin y) dy'= k(dy —v.dt.cos y) (24)
vdt.siny =d(R, —r.coso) v.dt.cosy =d(r.sinH) (25)

Dado que la velocidad de la luz es igual medido por cualquier observador, se debe satisfacer:

dx® +dy® =c?.dt? dx'?+dy'? = c2.dt" (26)
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Sustituyendo dx', dy', por sus expresiones (24) y (25) en (26), expresiones similares obtenidas
previamente para el movimiento rectilineo son logradas:

( . v.uxj2 ( V-UyJ
_ siny ———* | +|cosy——,
. dx—vdtsiny dy'= dy—vdt.cosy . o c ¢

dx = = - (27)
1-2 -2 -2
C C C
\'}
dt——-dr
— 2 !
Es decir, gr= dr-vdt. g ¢ o dr (28)
v? v? dt'
-7, -,

Estos resultados demuestran que la estructura de las VLT diferenciales para el movimiento
curvilineo es igual observada para el movimiento rectilineo. Todo lo cual indica que su aplicacion al
movimiento curvilineo es también valido y permite continuar el desarrollo de la relatividad dentro de
una unica teoria.

El analisis anterior fue presentado para el caso particular al principio de medidas para distinguir las
longitudes x y x' de los diferenciales dx y dx '. La misma situacién se puede exhibir para el punto
genérico P en el que el pulso de luz esta dibujando en el espacio, donde estan también validas las
mismas relaciones (véase Fig. 5). A saber:

2 2
v v
1—0—2 1—C2
y — | v.dt.cos y —v.dt.
gy fudcosy gy - Y= doosy
v v
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y /V
v.dt A
’ X dx’ X
y fv.d r
r.sinf X
[ v.dt.cosp>
B« 0
o i | r.cos0 , dx
[ v.dt.siny
I Ro
Fig. 5

Continuemos obteniendo otras transformaciones, por ejemplo, la del angulo en sistemas inerciales.
Esta magnitud emana de la relacion entre la longitud curvilinea del arco s y la longitud del radioR .
Debido a que ambas magnitudes son longitudes, los factores de Lorentz cancelan y el angulo llega

a ser invariante a las LLT (este resultado difiere del explicado por Einstein en la SRT [1]):

S ds
2 2
s 1T s R
a': — C — f— a': a’ d I:—_ C = j— da': da
R' R R R' R
2 V2
1—07 1_?

Asi, la velocidad angular se transforma segun el siguiente procedimiento:

da

e da: da __ dt N e 2

d‘t' V2 V2 V2
dt.\/l—c2 \/1_(:2 1—0—2

En la seccion siguiente obtendremos las LLT de la fuerza y de otras magnitudes dinamicas.

(29)

(30)
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V' TRANSFORMACIONES LOCALES DE LORENTZ (LLT) PARA LA FUERZA,
LA MASA'Y OTRAS MAGNITUDES DINAMICAS

Intentemos obtener una transformacion dinamica para la fuerza, basada en las LLT ya conocidas.

Supongamos dos masas, m, y m,, rotando circularmente alrededor del centro de la masa CM del

sistema de las dos masas, véase Fig. 6. Ademas deben moverse tal que sus centros de masas
estén siempre en una linea que pasa a través del centro de masa del sistema de las dos masas,
para asegurar asi que se mueven a la misma velocidad angular.

Debido a que hemos forzado las masas a describir trayectorias circulares, ello permitird que
quitemos fuerzas gravitacionales del analisis, es decir, s6lo las fuerzas centrifugas seran
consideradas. Supongamos un Hércules, situado en el centro de masa CM, sosteniendo cada masa
con cuerdas fuertes, una con cada brazo. Sean tres observadores: Hércules en CM, como la

referencia fija; el observador 1, como la primera referencia movil sobre la masa m; unida por una
cuerda de longitud 1, al CM, y el observador 2, segunda referencia movil en masa m, unida por
otra cuerda de longitud r, al CM.

Fig. 5 Dos masas rotando alrededor de un Centro de Masa CM
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1) Como primera conclusion, para que Hércules esté en equilibrio, él debe medir tensiones
iguales y opuestas en cada brazo. Asi: m,.@°.r, =m,.o".r,.

2) La tensiéon T, ejercida a la una del brazo de Hércules por la cuerda r,, medido por el
observador 1 sobre m,, tomando el punto C como referencia, sera m'l.a)'z.r'l, y la tensién
T, ejercida en el otro brazo de Hércules por la cuerda r,, medida por el observador 2,
tomando también el punto C como referencia sobre m,, serda m",.@"*.r",. Asumamos que

las tensiones T, y T, sean iguales, para mantener, como antes, a Hércules en equilibrio, lo

cual podria también significar que la fuerza seria invariante bajo las LLT. Los valores de
magnitudes fisicas de masas moviles implicadas en ambas tensiones se transforman de
acuerdo a las LLT conocidas, con respecto a lo que es medido por Hércules, de la manera
siguiente (a excepcién de las masas, cuya transformacion es desconocida):

1 12 0 1 [ r]_ n n2 .n " @ r2
my.e’.r,=m, : =m0 r,=m". :
2 2 2 2
_Vl 1_V1 _7\/2 _V2
c? c? c? c?

La unica manera para que esta relacion sea siempre constante para cualquier valorde v, y v, es
que las masas tengan las LLT siguientes:
3
2\ 2 \9o
. Vi |2 i Vv, |2
m', = 1—C—12 m, and m",= 1—C—22 m, (30)

De esta manera los factores de Lorentz cancelan y éste implicaria que: m,.”.r, = m,.»°.r,, Pero,
como esta igualdad fue previamente concluida como correcta en el aparte 1), entonces nuestra
asuncion que las tensiones T, y T, eran iguales estan correctas. Esto se puede ver de otra manera.

Para mantener a Hércules en equilibrio (primera conclusion), entonces las tensiones T,y T, deben
ser iguales. Asi, estos resultados conducen a que ellos se implican el uno al otro, es decir,

1 12 " 2 — 2 — " 12 LL I
T, =m.o"r=m.o°r=m,o°r,=m,.o"r,=T,.

Discutamos de una manera profunda esta ecuacion. Cuando el observador 1 en m, (recuerde que
el esta fijo con respecto a esta masa, aunque el conjunto sea un sistema mévil) mide su masa, él
mide m';, que es, para él, la masa en reposo. Lo mismo aplica para el otro observador 2 que mide
la masa sobre la cual él esta parado: Asi pues, dado que a través de este caso especial del
movimiento circular hemos obtenido los factores de Lorentz para tales masas, véase ecuacion (30),
y porque la LLT de una magnitud tiene siempre la misma estructura, podemos concluir, de la misma
ecuacioéon (30), con la declaracién siguiente: En general, una masa inercial en movimiento a una
velocidad v se relaciona con su masa en reposo de la manera siguiente:
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me_ Mo (31)

relacion con este punto, es digno de mencionar que Einstein también obtuvo la ecuacion (31) en su
notable trabajo de 1905. El llamé esta "masa longitudinal total" [1], pero él la deseché mas adelante
en su posterior investigacion.

Continuando el analisis por otra ruta para obtener la relacion entre la masa y la velocidad, el
siguiente es una manera mas general de llegar el mismo resultado. Por ejemplo, consideremos un
par de masas, por ejemplo el sol y la tierra como si fueran los Unicos cuerpos del Sistema Solar.
Consideremos al Sol como la referencia fija (el centro del sol casi es el centro de la masa de este
sistema), y la Tierra que se movia alrededor del sol. Asi, el Momento Angular de la Tierra debajo de

las LLT, medido por un observador desde el sol, es m.r>.o y su valor debe ser constante, porque
no hay fuerzas que actuen alrededor, y asi, la conservacién del Momento Angular es valida. El
"mismo" Momento Angular de la Tierra, medido por otro observador, situado en la Tierra, tomando
el Sol como su referencia para sus medidas, debe también ser constante, porque los leyes de la
naturaleza son iguales en cualquier sistema de coordenadas, se convierte en:

— CONSTANT (32)

Centremos nuestra atencion en la transformacién explicita de los elementos implicados dentro de
esta ultima expresion del Momento Angular a excepcion de la masa de la tierra, cuya
transformacién todavia se considera desconocida. Cuidadosamente observando la ecuacion (32),
concluimos que la unica manera para que esta expresion sea siempre constante, para cualquier
valor de la velocidad vdentro de los factores de Lorentz, presentes en el denominador, es que la

transformacion para m'= M, cancele el efecto de tales factores. La solucion por ejemplo es, para:

2 2 M
m=M,=[1-|m = m=—n0_ (33)
C 2\3
L
C

Este es el mismo resultado obtenido previamente en la ecuacién (31). Esto significa que el
Momento Angular es invariante bajo las LLT (y también la Fuerza). Dado que los factores locales de
Lorentz influencian uniformemente a la magnitud en todas las direcciones. No se obtienen distintas
LLT para una misma magnitud, contrastando con las diferentes transformaciones para una misma
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magnitud que se encuentran en la teoria especial de la relatividad (recuérdense las expresiones
longitudinales o transversales de la masa, de campos, etc).

VI. CONCLUSION

Hemos observado que las transformaciones locales de Lorentz (LLT) nos dan el valor dinamico
verdadero de una magnitud fisica que se sepa valor del resto, a saber LLT nos informan que sobre
la dependencia verdadera a la magnitud fisica tiene en la velocidad de la luz y en su propia
velocidad en espacio. De esta manera, de la teoria de las paradas de la relatividad que son un tema
misterioso y complejo, entendida solamente por pocos individuos, de hacer algo simple y razonable,
familiar a cualquier persona, y revelando nosotros a una nueva y simple ley fisica que gobierna el
movimiento de los cuerpos en espacio.
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